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META:
Compreender os Conceitos e Operagdes com Polinbmios, assim como
compreender as relacdes entre retas, por meio de seus coeficientes e
estudar a Equacéao da Circunferéncia (Geral e Reduzida).
OBJETIVOS:

Ao final destas Orientacdes de Estudos, vocé devera ser capaz de:
1. Saber Operar entre Polindbmios.
2. Conhecer mais de uma forma de efetuar a divisdo de um Polinémio.
3. Compreender o Teorema Fundamental da Aritmética

4. Saber Identificar as posic¢oes relativas entre retas por meio de

seus coeficientes

5. Saber calcular a equacao da circunferéncia




INTRODUCAO.

Considere as seguintes situacoes:

| - “Em um retédngulo, uma dimens&o excede a outra em 2 cm. Determine o

polinbmio que determina a area desse retangulo”.

Adotemos que o menor lado seja representado por a , logo o outro lado devera
ser a + 2, sendo assim temos:
a(a+2)=a?+2a
“A medida da aresta de um cubo é a, seu volume é representado por : a3, ao
aumentarmos em 2 unidades a sua aresta, qual sera o seu novo volume ?”
(a+2)*=a%+6a?>+6x+8
As expressbes que foram destacadas anteriormente séo exemplos de

expressodes algébricas ou polinomiais, que é o assunto que trataremos a seguir.

2- Aula 1- Identificacado, Valor Numérico e operacdes de um Polindmio

Poli = varios = muitos, podemos definir o polinbmio como a juncdo de varios

mondmios, seja ele representado como soma ou subtracdo de mondémios.

Representamos um polindmio genérico da seguinte forma:

p(x) = anxn i an_lxn_l i an_zxn_z i .. i— azxz i_ alxl i a,

Os termos : ay, a,—1,a,-,a,a; S80 chamados de coeficientes de p(x); ja 0 a, de
termo independente, todos os coeficientes € C e n € N; o coeficiente a,, também é

chamado de coeficiente dominante, pois acompanha o monémio de maior grau.




Exemplos de Polinbmios:

r(x) = —x3 + 2x? + 7x = Polindémio de grau 3
s(x) = x* £ 12x3 + 3x* + 1 = Polinébmio de grau 4

t(x) = (1 — i)x3 + 2x — i = Polindmio de grau 3

Igualdade de Polindmios

Dados dois polindémios: p(x) e q(x), esses dois serdo ditos iguais, se, e somente
se, se seus termos correspondentes possuirem os mesmos coeficientes e 0 mesmo grau
p(x) = apx™ta,_1x" 1+ -+ ayx? + ayx + a,

q(x) = byx™+by_1x™ 1 + -+ byx? + byx' + b,

p(x) =q(x) © ay = bp;an_1 = by_y;a, = by;a, = by; a9 = by

Atividades Resolvidas

1- Sejam os polindmios p(x) = 4x3 —8x% + x e q(x) = ax® — bx? + cx

4 =aqa
Para que p(x) = q(x) & {8 =b
1=c

2- Sejam os polindmios p(x) = 4x? —3x+1e q(x) = (a+ 6)x> —bx? +¢

4d=a+6=a=-2
Para que p(x)=q(x)<—>{ 3=0b
1=c

Valor Numérico de um Polindmio.

Dado um polinbmio p(x) o valor numérico para esse polinbmio, serd o valor
resultante da substituicdo do valor atribuido a variavel x apds os devidos calculos

indicados nesse polinbmio.




Atividades Resolvidas

1- Determine o valor numérico do polinémio p(x) = x> —4x + 1, parax = 1
Solucéo:
p(1)=12—-4-1+1
p()=1-4+1
p(1) = -2

2
2- O valor numérico do polinémio p(x) = 3% —4x+2,parax =0

Solucéo:
2

—4-0+2
3

3
p(0) =

p(0)=0—-0+2
p(0) =2

Observacao : Ao efetuarmos o célculo do valor numérico de um polindbmio qualquer
P(x), para determinado valor X, se x = 0 entdo P(0) sera o valor numérico

representado pelo termo independente
Adicao e Subtracéo de Polinédmios.

Dados dois polinémios genéricos p(x) = a,x™ + a1 x" 1+ -+ a,x? +a;xt +
ap € q(x) = bpyx"+b,_1x" 1+ -+ b,x? + byx! + b, , tanto na adicdo quando na
subtracdo s6 podemos efetuar as referidas operacdes, operando com os termos

semelhantes

p(x) + q(x) =
(@ £ b) X"+ (-1 Eby )X £ (ay4by)x? + (a; + by) x* £ (ao £ by)




Caso um polindbmio tenha uma variavel com um determinado grau e o outro polinémio, no
qual venhamos operar, ndo possua a variavel nesse mesmo grau, ndo faremos nada so

repetiremos a variavel existente.

Atividades Resolvidas

1- Seja o polinémio f(x) = —4x3 + x2 —2x+1 e g(x) = —x3 + 4x? — 2x, calcular:

a) f(x) +g(x)

Solucéo:
fO+gx)=>[FD+D3+A+)x>+(-2-2)x+1+0
fx)+g(x) =—-5x3+5x%—4x+1

b) g(x) — f(x)

Solucéo:
g —f) =[(-D—Dx* + @ -Dx*+[(-2) - (D]x+0-1
gx)—f(x) =3x3+3x2-3x—1

Multiplicagdo de Polindmios.

Dados dois polinémios genéricos r(x) = a,x™ + b,x" 1 + a5 € s(x) = c,x™ +

d,x"1 + e, o produto de r(x) - s(x) sera:

(apx™ + bpx™ 1+ ag) - (cpx™) + (apx™ + bpyx™ 1+ ay) - (dpx™ ) +(ax™ + bpyx™ 1 +
ao) * (eo)
Resumidamente, na multiplicagdo de polinbmios, temos que multiplicar cada

mondmio de um dos polinémios por todos os mondémios do outro polinémio.




Atividades Resolvidas

1- Resolver a multiplicacéo entre os polinémios f(x) = —x3 + 4x? —2x e h(x) = x? —
X

Solucao: Temos a seguinte situacao:
(—x3 + 4x% — 2x) - (x? — x)

Multiplicando cada termo do polindémio pelo binbmio temos:
(—x3) - x* + 4x? - x? = 2x - x* 4+ (—=x3) - (—x) + 4x? - (—x) — 2x - (—x)
(—x5) + 4x* — 2x3 + (+x*) — 4x3 + 2x2
f(x) - g(x) = —x5+ 5x* — 6x3 + 2x?

Divisédo de Polinédmios por um Monémio

Dados dois polinémios p(x) e d(x), ao dividirmos p(x) por d(x) # 0, sendo d(x)

um mondmio, devemos dividir cada parcela do polinbmio pelo monémio.

Atividades Resolvidas

1- Resolver a diviséo entre os polinémios f(x) = —x3 + 4x%? e h(x) = x?

Solucéo: Temos a seguinte situacao

fO)  —x®+ 4x?
h(x) x2

fOx)  —x®+ 4x?
h(x) x2

=—x+4




3- Aula 2 — Teorema do Resto e Dispositivo de Briot Ruffini na Divisdo de

Polinbmio

Dado um polinémio p(x) ao dividirmos por x —a, o resto da divisdo sera um valor

numeérico igual a p(a).

Atividades Resolvidas.

1- Qual é o resto da divisdo de f(x) =x?+x+1 porx+2 ?

Solucéo:
fX)=x2+x+1
f(=2)=(-2*+(-2)+1
f(-2)=4-2+1
f(=2)=3
2- Qual é o resto da divisdo de 3x* —x3 —4x?+x+ 2 porx—1
Solucéo:
Utilizando o teorema do resto temos:
f(H)=3"1*-13—4-12+1+2
f()=3-1-4+3
f)=1

Reparem que tanto no exercicio 1 quanto no 2 os valores utilizados tiveram o sinal
trocado do valor apresentado, isso acontece pelo fato do teorema do resto enunciar a
divisdo por x —a , ou seja quando temos x + 2, o valor de a € igual a -2; assim como

como o termo x — 1, o valor de a é igual a 1.




Algoritmo de Briot- Ruffini

Um outro método existente de divisdo de polinbmios chama-se algoritmo de
Briot- Ruffini, ele nos permite efetuar com rapidez a divisdo de um polinémio p(x) por

um outro polinémio do tipo x — a.
Atividades Resolvidas

1- Efetuar a divisdo f(x) = x3 —4x2 + 5x + 1 porh(x) = x — 1
Solucéo:

Em primeiro lugar, precisamos encontrar a raiz do divisor h(x) e
colocarmos ao lado dos coeficientes, de maneira ordenada, de f(x) seguindo a poténcia
decrescente de x.

Calculando araizde h(x),temos: x —1=0=>x=1

1 ‘ 1 —4 5 1

O numero 1 isolado representa a raiz do polinbmio, 0s outros quatros numeros sao
os coeficientes do polindmio f(x), para resolvermos vamos descer o primeiro coeficiente,
multiplica-lo pela raiz de h(x) e somar ao proximo coeficiente (-4), o resultado obtido

colocamos embaixo do -4 e assim sucessivamente.




Agora multiplicando o -3 pela raiz e somando com o -5 temos:

Os valores encontrados (1; -3; 2) sao coeficiente do novo polindmio, e 0 3 é o

resto da divisdo, sendo assim temos como quociente : x> —3x + 2 e resto =3
2- Obtenha o quociente q e o resto r da divisdo de f = x3 — 2x + 1 por x + 4
Solucéo:

Devemos observar que o0 mondmio de grau 2 esta suprimido, ou seja, o coeficiente dele
é zero. Sendo possivel reescrever da seguinte forma f = x3+0-x? — 2x + 1.

Colocando a raiz e os coeficientes de f de maneira ordenada temos:

Depois de termos descido o primeiro coeficiente de f devemos multiplica-lo pela

raiz e soma-lo com o proximo coeficiente, o zero.




Fazendo o mesmo processo com o -2 temos :

—4

A
D
.
—_

Fazendo o mesmo processo com o 14 temos:

—4 1 0 -2 1

Temos como quociente q(x) = x? —4x + 14 e r(x) = =55

Observacao: Como a divisao inicial era de um polindmio do 3° grau por um do 1° grau, o
guociente tem que ser um polinémio do 2° grau, sobre o resto r(x) podemos comparar o

resultado utilizando o teorema do resto.

4- Aula 3- Teorema Fundamental da Algebra, da Decomposic&o e Relac&o de
Girard

Na algebra e na aritmética existem trés teoremas que S80 0S responsaveis pela

sustentacdo de todos os calculos matematicos, sdo eles: Teorema Fundamental da




Aritmética, Teorema Fundamental da Algebra e Teorema fundamental do Calculo. Para
0 prosseguimento do nosso estudo, iremos abordar o Teorema Fundamental da Algebra.
Carl Gauss foi 0 matematico que enunciou o teorema fundamental da algebra, ele

constitui um dos elementos centrais para o estudo de equacdes algébricas e diz:

Todo polinGmio de grau n > 1, admite ao menos umaraiz complexa
Teorema da Decomposicéo

Seja um polinémio : p(x) onde seu grau n seja n>1 e esse polinbmio seja

expresso por: : p(x) = apx™+ ap_1x" ' + a;x + ay com a, # 0.Com isso, podemos

decompor o polindémio p(x) em n fatores do 1° grau na forma:
p(x) = ap(x— 1) (x— 1) (X—13) . - (X— 1)

Onde, ry, 1,13 17, SA0 raizes de p(x) e a, coeficiente dominante de p(x)
Observacoes:

e Cadaum dos polinémios(x — nry), (x — 13),(x— 13),(Xx— 1) € UM fator de p(x)

e p(x)é divisivel por cada um dos seus fatores e também pelos seus produtos
Atividades Resolvidas
1- Resolva em C, a equacio x3 — 3x? — 46x + 48 = 0 sabendo que 1 é uma das raizes.
Solucéo:

Se 1 é uma das raizes, entdo a equacao é divisivel por (x — 1), vamos utilizar o

dispositivo pratico de Briot-Ruffini (ver aula 2), para reduzirmos para uma equacao do

2° grau , sendo mais facil determinar as outras raizes .




1‘1 -3 -46 48
‘1 2 48 0

Assim sendo, a nossa nova equacao sera: x? — 2x — 48 = 0, utilizando a forma

de Bhaskara para resolucao temos:

B —b +Vb?% — 4ac

N 2a
~(-2)£V(=2)> —4-1-(=48)

x= 2-1

2 +V4+192

2
_ 2++V196
- 2

X

X =
X

2+ 14
X1 = 2 =8
2—14
Xy = > =

S={-6;1;8}

2- O Polindmio p(x) = ax3+bx? + cx + d = 0, tem coeficiente dominante unitario e

suas raizessdo:3,-2e-1.Qualéovalordea+b+c+d?

Solucgéo:
Como o coeficiente dominante foi fornecido, podemos usar o teorema da

decomposicdo para escrevermos a funcéo, entao temos :

p(x) =a(x— 1) (x— 1) - (x—13)
p(x)=1(x—3) (x+2)-(x+1)




Efetuando as multiplicagbes temos:
plx)=(x?—x—-6)-(x+1)
p(x) =x3—x?—x2—x—6x—6
p(x) =x3-2x2—-7x—6
Como o enunciado pede a soma dos coeficientes temos:
1-2-7—-6= 14

3- O grafico abaixo representa uma fungéo polinomial g(x) definida em R por g(x) =
ax®+bx +c=0,com a, bec coeficiente reais.

by

Obtenha os valoresde a,bec

Solucgéo:

Repare que o gréafico toca no eixo x trés vezes, o que nos indica as trés raizes

reais. portando temos as seguintes situacoes:




a(=3)3+b(-3)+c=0
a(D*+b(D)+c=0
a(2*+b(2)+c=0
a(0)2®+bh(0)+c=6=c=6

—27a—-3b+6=0
_ a+b=-6"(-2)
{ a+b+6=0 :>{8a+2b=—6

8a+2b+6=0

{a+b:_6ﬁ6a=6 =a=1

6a =6
1+b=—-6 =>b=—-6—-1=b=-7
a=1,b=-7,c=6

Relacdes de Girard

As relagcBes de Girard relacionam os coeficientes e as raizes de uma equacédo
polinomial. Essas rela¢des constituem importantes ferramentas no estudo de raizes de
um polindbmio de graun = 2 quando conhecemos algumas informacdes sobre elas.
Relacdes de Girard — Equacao do 2° Grau.

Seja a equacdoax? +bx+c =0, com a # 0 onde r;, e r, sejam raizes dessa

equacdo. Entdo, podemos escrever duas situacdes: a soma das raizes e o produto das

raizes da seguinte forma:

b
r1+r2=—a (1)

c
7‘17‘225 (II)

| — Soma das Raizes

Il - Produto das Raizes




Relacao de Girard- Equacéo do 3° Grau

Em uma equacgédo do 3° grau, também podemos fazer uso da relacdo de Girard
para determinados as suas raizes, sendo utilizado o mesmo principio que foi utilizado na

equacéao do 2° Grau, com pequenas modificacdes, ficando da seguinte forma :
b
( T‘1+T‘2+T‘3=—E(I)

C
{rlrz +T‘2T3 +T17”3 :a (II)

d
T1T2T3 - _E (III)

| — Soma das raizes
Il — Produto entre as raizes duas a duas

Il - Produto entre as trés raizes
Atividades Resolvidas

1- Determine a soma e o produto das raizes da equacdo x3 —8x? + 19x — 12 = 0.

Solucéo:
Utilizando a relacéo de Girard temos:

b
T1+T2+T3=—E

c
T'1T2 + T2T3 + 7‘17'3 = -
a

d

"3 = — E

Substituindo os valores temos :




(=8)

(T‘1+T‘2+T3=——1 —8
19
<T‘1T2 +T‘2T3 +T‘1T3 == T == 19
12
k T‘1T2T3 ES _Tz 12

2- Determine a soma e o produto das raizes da equagdo —8x? + 4x — 6 = 0.

Solucéo:
4

1
-8 2
3

b —
r1+T2=—E (r1+r2__
-

-6

r"r, =— rr, = ——— =

a Y278 4

Neste grcode, vocés com o telefone celular podem entender e compreender um
pouco mais que a matematica vai além dos calculos, sendo-lhes apresentado aos

estudantes a relacdo entre polindbmios e a arte.

- @ ||:.!.I|::--:.--| E

I
i |II . |' "
FLOWCODE IIIII' " (111}
1
e I :
L

Rivacy, ¢ owcont e




5- Aula- 4: Retas Paralelas e Retas Concorrentes, relacao entre seus coeficientes

Para comecarmos esta aula, devemos primeiro analisar a figura a seguir que nos

traz a representacao grafica de duas situacdes entre retas.

Figural Figura 2

)
Yy

f(x)=ax+0

@ h(xz) =ax+b g(x)=mz+n
g(x)=mx+n

7

Na figura'l temos a representacdo de duas retas paralelas ( ndo ha ponto de

encontro entre as retas) , ja na figura 2 temos a representacao de duas retas concorrentes
( ha um ponto de encontro), mas como saber sem a utilizacao de graficos se as retas sédo
paralelas ou concorrentes ?

Podemos responder essa pergunta de maneira simples, somente sabendo os
coeficientes da reta, uma equacao reduzida da reta é do tipo f(x) = ax+ b, sendo a e

b, respectivamente, os coeficientes angulares e perpendiculares, sendo assim teremos:

v' Retas Paralelas : Duas Retas sdo ditas paralelas se possuirem o0 mesmo
coeficiente angular e coeficiente linear diferente
f(x)=ax+beg(x)= mx+n

a=m;b#n




v" Retas Concorrentes: Duas Retas sao ditas concorrentes quando nenhum dos
seus coeficientes séo iguais.
h(x) = ax+beg(x)= mx+n
a+ m;, b#n
Atividades Resolvidas

1- Sejamas retasr:y= 4x+3 es:y= (a—1)x+ 4, determine o valor de a para
gue as retas sejam paralelas.

Solucéo:
Para que sejam paralelas se faz necessario que os coeficientes angulares sejam iguais e
os lineares diferentes sendo assim temos:

4=q-1
44+1=a

5=a

2- Sabendoque asretasr:y = 3x — 1 es:y = (a—1)x + 4 sdo concorrentes, qual
o valor que a ndo pode assumir ?

Solucéo:

Para que seja concorrente, todos os coeficientes tém que ser diferentes, os
coeficientes lineares ja sédo, bastando apenas identificamos o Gnico valor que a ndo pode
assumir .

3#a-—-1
3+1+a
4 #+a

Com isso identificamos que o0 a ndo pode assumir o valor de 4, caso aconteca a

reta ndo sera concorrente.




6- Aula- 5: Equacéao da Circunferéncia

Da mesma forma que se pode escrever a equacao de uma reta que contém 2 ou
mais pontos, podemos escrever a equacao de uma circunferéncia se soubermos o seu
centro e um ponto qualquer que faca parte dessa circunferéncia, ou seja, um ponto
genérico.

Observem as figuras 3 e 4.

Figura 3 )
Figura 4

8
I
]

)
8
8

a f----
P N

Sendo r a hipotenusa do triangulo retangulo formado temos:

r? =(x-a)?’+(y-b)’

(x—a)?*+ @ —-b)?=r

Que conhecemos como Equacao Reduzida da Circunferéncia, onde :
r = raio da circunferéncia
a e b = sdo coordenadas do centro da circunferéncia

X ey =sdao coordenadas do ponto P qualquer pertencente a circunferéncia.

8y



Neste grcode, vocés com o telefone celular, podem fazer a manipulacdo do

raio de uma circunferéncia e ver como ela se comporta.

. TRRE

Lot oeid o‘o:o : B33
o

RIVACY. L owcoDE SOl

Atividades Resolvidas

1- Obtenha a equacéo reduzida da circunferéncia de centro C e raio r, nos seguintes
casos :

a)C(l,1ler=2

b) C(0,1) er=3

Solucéao letraa.
(x-a)?+(y—-b)?=r?
(=17 + (-1 =2°
x-—1D*+@-1*=4

Solucéo letra b
(x—a)>+(y—-b)2 =12
(=0 +(y=1)* =3
() + (-1 =9

Agora se desenvolvermos a equacao reduzida da circunferéncia temos :
(x—a)?+@—-b?=r?
x?—2ax +a% +y? —2yb+b?—1r2 =0




x2+y?+a?+b? —2ax —2yb—1%2 =0

Que é a representacdo da Equacao Geral da Circunferéncia.
7- Atividades Propostas:

1- Os valores de a, b e ¢ para que os polinémios f(x) = (a— 1Dx3+2bx+c—2 e

g(x) = x3 + (2 + b)x + 5 sejam idénticos. Sao respectivamente

a)a=2b=2c=7
b)a=-2;b=—-2;c=7
c)a=2;b=2;c=-7
da=2;b=-2;c=7
e)a=-2;b=2;c=7

2- Qual é orestodadivisaode f(x)=x*+x—2 porx—1 ?

a0
b) 1
c) 2
d) 3
e) 4

3- Na divisdo de um polinémio do 3° grau P(x) pelo binbmio (x — A), ao usar o dispositivo

pratico de Briot-Ruffini, encontrou-se:

1‘4 D 1 -2
‘v1 2 |

As letras A, V, D e I. representam respectivamente os ndmeros:




a)A=1;V=4;D=1el=0

b) A=1;V=4;D=-3el=0
c)A=-1;V=4D=-3; el=0
d) A=1;V=-4;D=-3; el=0
e) A=-1;V=-4;D=-3el=0

4- Sejam as retas f(x) = (2 —a)x — 2e g(x) = 4x + 2 qual deve ser o valor de a para
gue as retas sejam paralelas ?

a) -1

b) -2

c)1l

d) 2

e)3

5- Uma circunferéncia tem centro (2,2) e raio 3, qual é a representacao da sua equacao

reduzida ?

a)(x+2)2+(w+2)?=9
b)) (x+2)?2+(y—2)2=9
)(x—2)2+(y+2)?=9
d)(x—=2)+ @ —-2)%=9
e)(x -2+ (y-2)*=3

8- Resumo:

Nestas orientacdes de estudos, vimos a abordagem dos polindmios, suas
operacdes onde destacamos a divisdo de polindmio e o dispositivo o dispositivo de Briot
Riffini, um método muito eficaz de divisdo de polindbmio e a Relacado de Girard

Apresentamos também um teorema que ira ajudar muito nos estudos de polindémios
o Teorema do Resto, onde ele é enunciado da seguinte forma:

Teorema do Resto: “ O resto da divisdo de um polinémio p(x) por um polinémio (x — a) é




No final apresentamos as caracteristicas de duas retas sendo observada quanto
aos seus coeficientes assim como apresentamos a equacao reduzida e geral da

circunferéncia.
Consideracgfes Finais.

Estas OrientagBes de Estudos ndo esgotam a abordagem do conteudo, por isso
sinalizamos a seguir materiais que podem auxilid-los a compreender melhor cada item
abordado. Acreditamos que com as videoaulas e os podcasts, o que estudamos ficara
mais nitido para todos.

Esperamos que tenham tido uma leitura prazerosa dos conteudos abordados

9- Referéncias Audiovisual

Video Equacdo da Circunferéncia: https://pt.khanacademy.org/math/algebra2/intro-to-
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