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META:
Apresentar os Conceitos dos Numeros Complexos, assim como Conceitos
de Distancia entre dois Pontos e Equacao da Reta ( Geral e Reduzida).
OBJETIVOS:

Ao final destas Orientacdes de Estudos, vocé devera ser capaz de:
1. Reconhecer um Numero Complexo.
2. Calcular a Poténcia de um Numero Complexo

3. Determinar a Distancia entre dois Pontos

4. Escrever as equacoes da reta na forma geral e reduzida




INTRODUCAO

Durante muito tempo na nossa vida escolar ouviamos professores dizerem que: “ nao
existe raiz de indice par de nimeros negativos” e isso implicava diretamente quando tinhamos
que resolver uma equacéo do 2° grau do tipo: 4x? — 4x + 2, pois ao desenvolvermos essa
equacgao, encontravamos A = - 16; e isso fazia com que a raiz da equagao, que possui um
indice par, fosse um nimero negativo.

O impasse para resolucédo desse problema comecou a ser resolvido quando Girolamo
Cardano (1501-1576) comecou a estudar os numeros complexos passando por René
Descartes (1596 — 1650) e culminando com a formalizagdo dos nimeros complexos Friedrich
Gauss (1777-1855).

A aplicacdo dos numeros complexos vai muito além da resolucdo de uma equacgao do
2° grau onde o delta é negativo, temos sua aplicacdo, por exemplo, na Engenharia Elétrica
principalmente em circuitos elétricos, e € um pouco desse conjunto que iremos falar nesta

aula.

2- Aula 1- Nomeros Complexos e a sua Representacao Algébrica

Chama-se Conjuntos dos Numeros Complexos o conjunto C de todos os pares ordenados de

nameros reais, Nos quais os valores satisfazem as seguintes propriedades:

» lgualdade: (a,b) = (c,d) ®a=ceb=d
» Adicdo: (a,b) + (c,d) =(a+c,b+d)




» Subtracdo: (a,b) — (¢, d) = (a—c,b—d)
» Multiplicacéo: (a, b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc)

Assim,zeC=>z=(a,b)emquea € Reb e R

Podemos representar o conjunto dos nimeros complexos conforme o esquema apresentado abaixo

Com isso podemos observar que todo nimero real € um nimero complexo, porém nem todos

0S nimeros complexos sao um numero real.
A Unidade Imaginaria — i

Na introducdo desta aula, apresentamos uma equacdo do segundo grau, 4x? — 4x +
2 = 0, onde todos conseguimos exprimir suas raizes por meio da formula de Bhéskara, sendo
assim ao resolvermos temos:
_—b++VA
T 2a
A=(—4)2—4-4-2
A=16—-32=-16
_—(-HtV-16
T T2
Com isso cairemos no problema da raiz quadrada de radicando negativo. Com o estudo

X

dos numeros complexos convencionou-se, para resolvermos problemas como o descrito
acima, a utilizacdo de um valor, chamado unidade imaginaria, essa unidade é utilizada para
tornar possivel resolucdes de casos como o apresentado.

Sendo assim, temos que a raiz quadrada de -1 é igual a unidade imaginéria i,




consequentemente o valor de i ao quadrado é igual a -1:

Ve1i=i oi2=-1

Utilizando a unidade imaginéria para a resolucdo da equagdo acima teremos:
_4+16-(-1)
B 2-4

O que nos da:

x’=4+4;/__1=4;4i=1/2+i/2 o x,,=4—4{;/—_1=4—28i=1/2_i/2

Repare que tanto no x’ quanto x” foi feita a substituicdo do v—1= i, (unidade imaginaria) pois s6

assim foi possivel resolver a equagéo.
A Forma Algébrica do Numero Complexo
Tomando como o base o item anterior, quando resolvemos a equagéo 4x? —4x +2 =0 , tivemos

como resposta: x' =1/2+i/2 e «x"=1/2— i/2? Issoaconteceu devido a maneira como é

representada a forma algébrica dos nimeros complexos.

Z=a+ bi

e aéchamado de parte real de Z indicando-se por a = Re (2)

¢ b é chamado de parte imaginaria de Z onde indicamos por b =Im (z)

Se tivermos: b = 0 teremos z = a, sendo assim teremos um namero real com Im (z) = 0. Porém,
se a =0 e z = bi dizemos que z é um imaginario puro com Re (z) = 0.

Atividades Resolvidas

Exemplo 1: O nimero complexo (2 + 4i) tem Re(z) =2 e Im(z) = 4.
Exemplo 2: O niumero complexo (3i) tem Re(z) =0 e Im(z) = 3.
Exemplo 3: O nimero complexo (- i) tem Re(z) =0 e Im(z) = - 1,

Tanto no exemplo 2 quanto no exemplo 3, 0s numeros complexos sdo chamados de imaginério puro.




3- Aula 2- Operacdes com Numeros complexos na Forma Algébrica

Dados os numeros complexos z; = a + bi e z, = ¢ + di, retornando as definicdes das operacdes
apresentadas na aula 1, podemos efetuar as operacdes de adicdo, subtracdo e multiplicacdo entre
nameros complexos, sendo possivel com mais alguns estudos operarmos também a divisdo entre
esses numeros.

Atividades resolvidas.
Dados os numeros complexos, na forma algébrica tais que z; = (2 + 4i) e z, = (1 — 3i), efetue:
a) Al + Zy

b) zy — z,
C) zy " 2,

Na adicdo e subtracdo de complexos devemos operar parte real com parte real, assim como a
parte imaginaria com a parte imaginaria; ja na multiplicacdo devemos multiplicar cada membro entre si.

Com isso temos as seguintes resolugdes:

Solucgéo da letra a:
244D+ 1-3)=(2+1+ 4i-3)=3+i
Resolucdo daletrab:

Q+4) — (1-3)=(2—1+ 4i+3)=1+7i

Resolucéo daletrac:

244D - (1-30)=(2-14 2-(=30) +4i-1+ 4i-(=30) =
(2 — 6i +4i — 12i%) = 2+ 12 — 2i = 14 — 2i

Na Letra C fizemos a substituicdo de i? = —1, sendo necessario, toda vez que aparecer esse

valor em uma operag¢do com numeros complexos fazermos essa substitui¢&o.
Conjugado de um namero complexo:

Dado um nimero complexo z = a + bi onde ae b € R, chamamos de conjugado de z,

que representamos por Z, 0 nimero complexo : Z = a — bi.




Exemplos:
a)z=2+i=2z=2—1i
b)z=2—-i=>Z2=2+i
z=1=z=1

d)z= —-5i=2z=5i

Quando vamos escrever o conjugado de um numero complexo, somente o valor da
parte imaginaria troca de sinal, por isso no exemplo “C”, acima, o conjugado de 1 continuou

sendo 1.

Divisdo de NUmeros Complexos:

Dados dois nUmeros complexos z; = a+ bi ez, =c+di, z, #0onde a,b,ced € R,
Z1
para efetuarmos a divisdo de =, basta multiplicarmos o numerador e denominador pelo
Z2
conjugado do denominador.

Zq Z1'Zp

Zy Zy'Zy

Atividades resolvidas.
1- Determine o quocientede z; = 2+4+1i porz, = 1—4i
Solucéo:

Para resolvermos essa divisao basta multiplicarmos tanto o numerador quanto o denominar

pelo conjugado de z, ou seja: z, = 1 + 4i, com iSSO temos :

Zy  Z1'Z

Z3 Zy " Z,

Z4 2+1 144 8 + 12i + 2i + 3i? 8—-3+414i 54 14i 5 14i
— - - = - = = = + —
Zy 1—4i 1+4i 4 — 9j? 4+9 13 13 13




4- Aula 3 - Poténcia dei

Até agora estamos trabalhando somente com as transformacées i2 = —1, porém essa

nao é unica forma que como se apresenta uma poténcia de um ndmero imaginario i. vejamos

agora como seria as demais variagdes para as potencias de i" comn € IN. Vamos observar

a seguir o que esta acontecendo com as potencias desse numero.

Poténcia do niumero
Imaginario

Resultado
1

-1

Podemos observar que a cada 4 poténcias, ha uma repeticédo (1,i, -1, -i ), sendo assim,

quando quisermos calcular uma poténcia i, onde n seja um nimero natural qualquer, maior

que 3, basta dividirmos a poténcia por 4, pois ird nos interessar somente o resto da diviséo,

que resultarda em 0, 1, 2 ou 3, 0 que resultara nas respostas como um dos valores a seguir :

Poténcia do nimero

Imaginério

Vejamos na prética esses célculos.

Resultado



Atividades resolvidas
1- Qual é o valor de i33 ?
Solucéo:

Como a poténcia é de grau maior que 3, vamos dividir essa poténcia por 4 e iremos trabalhar

com o resto da divisao.

33| 4
Resto da —> 118

Quando dividimos o expoente 33 por 4, temos como quociente 6 e resto 1, e para nés o que

interessa € o resto da divisdo, que nesse caso € 1, ou seja:

2- Qual é o valor de %32 ?
Solucéao: Efetuando a divisdo temos:
932| 4
13]|233
12
0 — Resto da divisdo

Ao dividirmos 932 por 4 temos como quociente 233 e resto 0, ou seja :

i932: iO =1

3- Qual é o valor de {782 ?

Solucéo:

Iremos fazer da mesma forma, apenas usando um artificio matematico, ficando da seguinte forma :

(i%%)71, sendo somente a poténcia positiva a ser utilizada no processo.




82| 4
02| 20

22— Resto da divisao

(#) = ()T = (- =-1
5- Aula 4- Distancia entre dois Pontos.

Observem o gréfico abaixo a seguir
y i

Podemos reparar que ao deslocarmos tanto da distancia no eixo x quanto no eixoy,
formamos um tridngulo retangulo de catetos x, — x, e y, — v, € hipotenusa dAB, utilizando o

teorema de Pitagoras para calcularmos a distancia entre os pontos A e B temos:

dmz = (Xb —xg)% + (yb — Ya)?

dAB = J(xb —x)° + (¥p —v,)*

Essa é a equacao que iremos utilizar para calcular a distancia entre dois pontos no plano.




Atividades resolvidas

1- Determine a distancia entre os pontos A (-1,0) e B( 4, 2)

Solucéo:

dAB = J(xb —x)° + (¥p — )

dAB = J(4— (-1)* + (2 — 0)?

dAB = /(5)2 + (2)?

dAB =25+ 4 =+/29
2- Determine a distancia entre os pontos C (0,0) e D (-1, -1)

Solucéo.

E=\/(xb —x)" + (vp -y’

(,-1E=\/(—1—0)2+(—1—0)2

dAB = \/(—1)2 +(—1)°
dAB =vV1+1=+2

6- Aula 5 — Equacéo Geral e Reduzida da Reta.

Na aula 4 estudamos a distancia entre dois pontos, a menor distancia entre dois pontos
€ uma reta, sendo assim, qual seria a equacao da reta que passa por dois pontos ?
Para responder essa pergunta vamos tomar como base 0s pontos que fizemos uso

para calcular a distancia, so desta vez iremos determinar a equacao geral e a reduzida dessa
reta.




Temos que ter em mente que por uma reta passa uma infinidade de pontos, porém
para determinarmos uma reta basta que tenhamos apenas dois pontos. Para fazer esse

calculo iremos utilizar o conceito de determinante da seguinte forma.

x y 1
Xa Ya 1|=0
xp Yp 1

Essa também é a forma que determinamos se 0s pontos estao alinhados.
Operando o determinante temos:

— e xp D=1 y)— exg- D+ y, - D+@-1-y)+ (A x5-y5) =0
— YaXp — XYp —XgY +XYq + YV +XsYp =0

Fazendo uma arrumacao temos :

Va—yp)x+ b — Y)Yy + (Xg¥p — YaXp) =0

Va=Yp)x+Op— Y)Y + (XgVp — XpYa) =0
A B C

Ax+By +C=0

Atividades resolvidas

1- Determine a equacéao geral e reduzida da reta que passa pelos pontos A (-1, 0) e B( 4,
2)

Solucéo:
x y 1
Xa Ya 1f=0
xp Yp 1




x y 1
-1 0 1|=0
4 2 1

Resolvendo o determinante temos:

0-2x+y+0+4y—-2=0
—2x+5y—2=0(1)
2 2
y=:x+_- (2
A equacdo 1 é chamada equacédo geral da reta.

A equacdo 2 é chamada equacéo reduzida da reta.

2- Determine a equacéao geral e reduzida da reta que passa pelos pontos C (0,0) e D (-1,
-1)

Solucéo.

x y 1
Xa Ya 1f=0
xp Yp 1
x y 1
0 0 1=
-1 -1 1

Resolvendo o determinante temos:

0+x+0+0—y+0=0




x—y=0(1)
y=x (2)

A equacédo 1 é chamada equacéo geral da reta.

A equacéao 2 é chamada equacéo reduzida da reta.

7- Atividades Propostas

1- Qual o resultado da operacéo (2 + 2i) - (1 — 5i)

a) 12 —8i
b) 12 + 8i
c) —12 —8i
d) 12 — 10i
e) 10 — 8i

2- (UECE) Para os nimeros complexos z = 3 + 4i e w = 4 — 3i, onde i = -1, a soma %+g e

igual a:
a0

b) 2i

c) -2i
d) 1
e)-1

3- (UECE- adaptada) Se o numero complexo z = (-3 - 2i)? + % € posto na forma a + bi, onde

a e b sdo numeros reais, entdo b - a é igual a:

a)5

b) 10
c) 15
d) 20
e) 25

4- (UNESP) Se z=(2+1). (1 +1i). i, entdo Z, o conjugado de z, sera dado por

a)—3-i.
b) 1 — 3i.
c)3-i.
d)—-3+i.
e)3+i.

5- ( Mackenzie- SP-Adaptada) Se i2 = —1, o complexo z =

'2003_,:

—— aparte real vale :

a) -1.
b) 0.




c) 1.
d)2
e) -2

8- Resumo

Nestas orientacdes de estudos, apresentamos mais um conjunto numerico que vem
para encerrar e responder ao questionamento sobre as raizes de indice par com radicando
negativo, o conjunto dos numeros complexos.

Apresentamos a ideia de imaginario assim como trabalhamos as suas poténcias e as
operacoes.

Ao tratarmos de geometria analitica apresentamos os conceitos de distancia entre

pontos bem como a representacdo da equacao da reta de forma geral e reduzida.

Consideracgfes Finais.

Estas Orientacfes de Estudos, ndo esgotam a abordagem do conteldo, por isso
sinalizamos a seguir materiais que podem auxilid-los a compreender melhor cada item
abordado. Acreditamos que com as videoaulas e os podcasts, 0 que estudamos ficara mais
nitido para todos.

Esperamos que tenham tido uma leitura prazerosa dos contetdos abordados.

9- Referéncias Audiovisual.

Equacéo da reta : https://www.geogebra.org/m/N8bCDWxb

OperacBes com Numeros Complexos : https://www.geogebra.org/m/mrcxb9fs

Video: Numeros Complexos : https://pt.khanacademy.org/math/algebra2/introduction-to-

complex-numbers-algebra-2/the-complex-numbers-algebra-2/v/icomplex-number-intro
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