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META:
Apresentar o conceito e resolucao de sistemas lineares, conceituar e
determinar métodos de calculo de area e volume de uma esfera.
OBJETIVOS:

Ao final destas Orientacdes de Estudos, vocé devera ser capaz de:

1. Identificar um sistema linear.
2. Resolver um sistema linear.

3. Reconhecer e calcular area e volume de uma esfera.




INTRODUCAO

Ola pessoal, nestas orientacdes de estudos iremos retornar um conceito que ja foi
visto no ensino fundamental, que é o conceito de sistema lineares. Porém nessa
abordagem faremos a introducdo de dois novos métodos de resolucdo, por
escalonamento e pela regra de Cramer.

Ao final retornaremos ao conteudo de geometria, espacial onde faremos a

abordagem de area e volume da sfera.

2- Aula 1- Sistemas Lineares

Para darmos inicio a este conteudo vamos, fazer uma abordagem prética

exemplificando a utilizagdo de sistema linear modelado por um problema.

1- Trés amigos, Nunes, Ricardo e Vandre, ao confrontarem suas contas de telefone
celular, ficaram curiosos em saber quanto custou um minuto de cada tipo de
ligacdo realizada. As trés contas apresentavam ligacGes para telefones fixo e
moveis, e ligacbes internacionais para Paris, onde haviam participado de um

congresso de Matemaética.

A tabela 1 nos apresenta o tempo (em minuto) das liga¢gbes que pessoa efetuou e o

valor correspondente da conta, ja descontado o preco da assinatura.




Fixo Moével Internacional (Paris) Valor (R$)

Nunes 20 min 12 min 4 min 24,40
Ricardo 28 min 8 min 6 min 26,80
Vandré 16 min 10min 10 min 29,40

Podemos denominar por X,y e z 0os precgos das ligacoes para telefone fixos,
moveis e internacionais, respectivamente, ao fazermos isso temos a seguinte

representacao .
v" Nunes: 20x + 12y + 4z = 24,40
v Ricardo: 28x + 8y + 6z = 26,80
v" Vandre: 16x + 10y + 10z = 29,40
Vejamos agora um outro exemplo:

2- Duas amigas, Silva e Belline também decidiram confrontarem suas contas de
telefone celular, buscando identificar quanto custou um minuto de cada tipo de
ligacdo realizada. As duas contas possuem somente ligacfes de telefone mével e

ligacdes internacionais.

A tabela 2 nos apresenta o tempo (em minuto) das ligacdes que a pessoa efetuou e o

valor correspondente da conta, ja descontado o preco da assinatura.




Moével Internacional Valor (R$)

Silva 18 min 6 min 36,60

Belline 12min 9 min 40,20

Assim como fizemos no primeiro exemplo podemos denominar as ligagdes por
letras, vamos usar as letras M e | para denominar as ligagcdes para telefones moveis e

internacionais, respectivamente ao fazermos isso temos a seguinte representacao:
v" Silva: 18m + 6i = 36,60
v' Bellini: 12m + 9i = 40,20

Seja no primeiro ou no segundo exemplo cada equacgédo é formada por uma equacao
linear, pois h& incognitas, ha uma igualdade entre os termos e 0 maior expoente das
incognitas é igual a 1.

Tanto as equacgOes originarias da tabela 1 quanto da tabela 2 constitui uma
representacdo de um sistema linear, sendo a primeira um sistema linear de 3 equacoes
e 3 incognitas, e a segunda de 2 equacdes e duas incognitas sendo representada da
seguinte forma:

20x + 12y + 4z = 24,40 1= {18m + 60 = 36,60

[=3 28x+8y+6z=26,80 12m + 9i = 40,20
16x + 10y + 10z = 29,40

Podemos definir um sistema linear como sendo um sistema com 2 ou mais
equacdes e n incognitas, como representado anteriormente nos dados da tabela 1l e 2 (

3 equacdes e 3 incognitas; 2 equacdes e 2 incognitas, respectivamente).

Genericamente podemos representar um sistema linear da seguinte forma :




allxl + 312X2 + -+ alan = bl
821X1 + 322X2 + -+ aZan = bz

am1X1 + ameXp + -+ appXy = by
Sendo,
v’ Xq,X3,X3,X4 ..., Xy SA0 as incognitas;

v a4q,a,,as,a, ..., a, sao os coeficientes;

v b, termo independente.

Todo sistema linear pode ser representado em forma de matriz, vejamos como

podemos representar os exemplos anteriores em forma de matriz.

20x + 12y + 4z = 24,40
28x + 8y + 62z = 26,80
16x + 10y + 10z = 29,40

X
mwy | e () | en (
A= (28 8 6 x = :
16 10 10 Matriz das 29,40
Matriz dos Coeficientes Incognitas Matriz dos
Termos Independetes

3- Aula 2- Resolucdo de um Sistema Linear ( Escalonamento)

Além dos métodos ja conhecidos de resolucdo dos sistemas lineares, como por

exemplo substituicdo e adicdo, nesta duas proximas aulas iremos falar de mais dois:




escalonamento e por regra de Cramer.

O primeiro método consiste na eliminacao de variaveis, o que ira tornar a resolucao
do sistema mais simples e 0 segundo método ira fazer uso do conceito de determinantes,

vamos ver cada um desses métodos.

Um sistema é dito escalonado quando observamos que de uma equacao linear para
a outra ha um aumento de quantidades de coeficientes nulos, antes do primeiro

coeficiente ndo nulo.

Exemplos:
x—y+t4z=1 2x—y+3z=0
) (;Ctrzsytff:lgz b){0x +2y+6z=10 | o) Ox+7y+6z=1
a X TOoy Tbz= 0Ox+0y+5z=5 0 0 7z = =7
0x + 0y + 10z = 30 Y X+ ly+ 7z

O processo de Escalonamento

Para termos um sistema linear escalonado, onde 0 mesmo seja composto por um
sistema de 3 incégnitas e 3 equacbes, como no exemplo acima, devemos seguir 0S
seguintes passos:

v' Escolhemos como a primeira equacgéo, aquela cujo coeficiente da 12 incégnita nao
seja nulo, e se possivel sejaigual a1l ou a-1, pois isso ird nos facilitar no processo

de escalonamento.
v'Anulamos os coeficientes de x da 22 e da 32 equacao.

v'Anulamos o coeficiente de y na 32 equacao, vejamos na pratica como podemos

aplicar esses passos.




Atividade resolvida:

x+2y+4z=11
1- Seja o sistema linear { 2x+y+3z=9 | determinar os valores de x, y e z pelo
—x + 2y —8z=-15

processo de escalonamento.

1° Como a primeira equacao linear esta com o coeficiente de x comecgando por 1, ndo

precisamos trocar ficando da mesma forma:

2x+y+3z=9

{ x+2y+4z=11
—x +2y—8z=-15

2° Anulando a incognita x na segunda e terceira equacao: Para isso iremos multiplicar a
primeira linha por (-2) e somar com a segunda linha e iremos somar a primeira linha com

a terceira linha.

x+2y+4z=11 -(-2)+
2x+y+3z=9
—x+2y—8z=-15

Ox—3y—5z=-13 ={—-3y —5z=—-13

{ x+2y+4z =11 {x+2y+4z=11
Ox+4y—4z =—-4 4y — 4z = —4

3° Agora vamos eliminar o y na terceira equacéo, para isso precisamos torna-lo simeétrico,
iremos multiplicar a segunda linha e a terceira linha por 4 e 3 respectivamente, ficando

da seguinte forma:

—3y —5z=—-13 - (4) ={-12y — 20z = =52 +

{ x+2y+4z=11 [ x+2y+4z=11
4y —4z = —4-(3) 12y — 12z = —-12

Somando agora a segunda linha com a terceira linha temos:




x+2y+4z=11 x+2y+4z=11
—12y — 20z = =52 = {—12y — 20z = —52
Oy — 32z = —64 —32z = —64

Agora que temos 3 incognitas na primeira linha, 2 incégnitas na segunda e somente
1 na dltimalinha, se torna mais simples descobrir 0s valores, devendo comecar de baixo
para cima e efetuando as devidas substituicdes, apds encontrar cada valor referente a

sua respectiva incognita, ficando da seguinte forma:

x+2y+4z=11
~12y — 20z = —52 x+2y+4z=11
64 = 1—12y—-20-2=-52=
—3ZZ=—64=>Z=§=2 z=2

x+2y+4z=11

—12
—20y—20-2=—52=>—12y=—52+40=>y=_—12=1

z=72
X+2y+4z=11=x+2-14+4-2=11=x=11-10=1
y=1
z=2

Entéo temos como solugéo desse sistema os valores {x=1,y =1e z= 2}

Em um sistema de duas incognitas e duas equacdes a resolucdo acontece da

mesma forma, sendo até mais simples efetuarmos as operacdes algébricas vejamos.
Atividade Resolvida:

3x +4y =10

2- Determine a solucéo do sistema linear { . pelo método do
x+y=2

escalonamento.

1° como temos apenas duas equacdes ndo temos a necessidade de inverter a 22




equacao com a 12 com a finalidade de facilitar o calculo, mas devemos continuar com a
intencdo de eliminar uma das incognitas na segunda linha. Pelo fato de ndo termos
valores simétricos em nenhuma das duas incégnitas, devemos escolher uma delas para

tornar, sendo nesse caso escolhido o x.

Com isso vamos multiplicar a segunda linha pelo valor de menos 3 e somar a linha

de cima com a de baixo, ficando da seguinte forma:

{3x+4y=10 { 3x +4y =10 {3x+4y=10
x+y=2 x+y=2-(=3) —3x—3y=-6

Agora podemos efetuar a soma da 12 linha com a 22 linha.

{3x+4y=10+

—3x—3y=—-6
{3x+4y=10
Ox+y=4

Agora que ja temos o valor de y, basta substituir na 12 equacao.

1016

3x+4y=1023x+4-4=10=>x = 3

y=4
Entdo temos como solucao desse sistema os valores {x= -2,y = 4}
4- Aula 3- Método de Cramer

Um sistema linear que possua numero de incégnitas iguais ao nimero de equacdes
pode ser resolvido fazendo uso do conceito de determinante, 0 mesmo conceito que ja
foi visto nas orientacdes curriculares do 3° bimestre.

Com isso iremos apresentar uma outra maneira de resolvermos um sistema linear

vejamos o0 que devemos fazer:




ax+ by +cz =k,
Considere um sistema linear genérico {dx + ey + fz =k,,ondea, b,c,d, e, f
gx +hy +iz = ks

séo coeficientes; x , y e z, incognitas; ki, ko e ks

1° passo montamos uma matriz associada aos coeficientes do sistema linear e

a b c
calculamos o seu determinante. D = |d e f|, esse determinante devera ser
g h 1

diferente de 0.

2° passo: calculamos o determinante de D,, para isso substituimos na matriz do

coeficiente a coluna de x pelos valores dos termos de K.

ki, b c
D, = k, e f
ks h 1
Repetimos esse processo para D, e D,
a k; c a b kg
D,=|d k; fleD,=|d e kj
g ks 1 g h ks

Observacdo: Diferente do determinante de D, nos outros determinantes o valor pode

ser 0.

Agora feito esses célculos, para descobrimos os valores de X, y e z devemos fazer:

_Dx _Dy _Dz
X = y_f Z—D

Esse mesmo conceito se aplica ao um sistema que tenha 2 equacdes e duas
incoégnitas, sendo diferenciado somente no processo de determinacdo do valor do

determinante:




ax + by = kq

cx+dy =k, onde a, b, c, d, sdo

Considere um sistema linear genérico {
coeficientes; x e y , incégnitas; ki, ko

1° passo montamos uma matriz associada aos coeficientes do sistema linear e

calculamos o seu determinante. D = |‘C‘ Z|, esse determinante devera ser

diferente de 0.

2° passo: calculamos o determinante de D,, para isso substituimos na matriz do

coeficiente a coluna de x pelos valores dos termos de K.

k, b
D=k, 4
Repetimos esse processo para D,
. a k1
D, = ’C k;

Observacdao: Diferente do determinante de D, os outros determinantes o valor pode ser
0.

Agora feito esses calculos, para descobrimos os valores de x e y devemos fazer:

D, D,
X = — y—F

Atividade Resolvidas:

x+2y+4z=11
1- Determine o valor do sistema linear 2x+y+3z=9 | pelo método de
—x+2y—8z=-15




Cramer

1 2 4
v Calculandoo D=|2 1 3|[=32,
-1 2 -8
11 2 4
v’ CalculandooD, =9 1 3|=32
-15 2 -8
1 11 4
v CalculandooD,=|2 9 3 |=32
-1 —-15 -8
1 2 11
v’ CalculandooD, =2 1 9 |=64
-1 2 -15
D, 32 D, 32 D, 64
X= —=—=1 =—=—=1 Z=—=—=2
D 32 Y= T 32 D 32
, . _ , 3x +4y =10 .
2- Determine a solucéo do sistema linear X+y=2 pelo método de Cramer.
v' Calculandoo D = ﬁ 1‘ =-1,

v' Calculando o D, = |120 ‘1L| =2

v" Calculando o D, = ﬁ 120| = —4




—4
y _F_ 4

De_2 __, D
D -1 R

5- Aula 4- Resolucéo de Problemas por modelagem de Sistemas Lineares

Como vimos até agora os sistemas lineares sdo um conjunto de equacles
lineares. Na aula 1 foi apresentado dois problemas que modelamos por meio de um
sistema linear, um com 3 incognitas e com 3 equacdes e outro com 2 incognitas e duas
equacdes. Vejamos agora mais situacdes que podemos resolver por meio de resolucéo

de sistemas.
Atividades resolvidas.

1- Em um supermercado, ha trés marcas de cestas basicas, X, y e z, cada uma contendo
café, leite e acucar. Nao existe uma diferenciacédo entre as cestas pelo contetido, porém

hé diferenciacdo pela quantidade de produtos. Abaixo destacamos essas cestas.

= cestax: 5 pacotes de biscoito, 2 latas de leite e 3 kg de acUcar ;
= cestay: 2 pacotes de biscoito, 1 latas de leite e 3 kg de acucar;
= cesta z: 3 pacotes de biscoito, 1 latas de leite e 2 kg de agucar.
Se 0s precos das cestas sao, respectivamente: R$ 35,00, R$ 21, 00 e R$ 20,00, qual é

o valor do pacote de cada produto citado?

Solucgéo:
Vamos representar o biscoito pela letra b, o leite pela letra | e 0 agUcar pela letra a,

sendo assim temos:




2b+1+3a=21
3b+ 1+ 2a =20

Como o exercicio nao especifica uma forma de resolucéo, podemos escolher qualquer

{5b+21+3a=35

uma, nesse caso vamos usar aregra de Cramer, sendo assim temos:

5 2 3
v’ Calculandoo D=2 1 3|[=2,
3 1 2
35 2 3
v' Calculandoo D, =21 1 3|=4
20 1 2
5 35 3
v' Calculandoo D; =2 21 3|=16
3 20 2
5 2 35
v’ Calculandoo D, =1(2 1 21|=6
3 1 20
bDb42 lDll68 Da63
_—— —_— i — a:—:—:
D 2 D 2 D 2

Logo, os precos dos pacotes de biscoito, da lata de leite e quilo de aclcar sdo R$
2,00, R$ 8,00 e R$ 3,00, respectivamente.

2- (UFF-RJ) Um biscoito € composto por acucar, farinha de trigo e manteiga, sendo a
guantidade de farinha o dobro da quantidade de acgucar. Os precos por quilograma do
acucar, da farinha e da manteiga sao, respectivamente, R$ 0,50, R$ 0,80 e R$ 5,00. O
custo por quilograma de massa do biscoito, considerando apenas esses ingredientes, €
R$ 2,42. Calcule a quantidade, em gramas, de cada ingrediente presente em 1 kg de

massa do biscoito

Solucao:

Mais uma vez iremos fazer uso dos sistemas lineares, sendo adotado para agucar a letra




a, farinha letra f e manteiga a letra m, sendo assim temos:

Sabemos que f = 2 a. Nesse caso temos 3 incégnitas e 2 equagdes, vamos montar o

sistema

{ at+f+m=1
05a+08f+500m=242

Como foi falado que f = 2 a, vamos usar esse valor na equagao:

{ at+f+m=1 :{ at+2a+m=1=m=1-3a
0,5a+0,8f +5,00m = 2,42 0,5a+ 0,8 (2a) +5,00(1 — 3a) = 2,42

{a+2a+m:1=>m=1—3a {a+2a+m=1:>m:1—3a
0,5a+ 1,6a —15a + 5,00 = 2,42 —12,9a = 2,42 — 5,00

—12,9a = —2,48 ——2’48 =0,2
= - = =
oa ’ 4 -12,9 ’

m=1-3a=>m=1-3-02=04
m=1-3a=m=1-3-0,2=0,4
f=2-02=04

Com isso nds temos, farinha 400g, margarina, 400g e agucar 200g.

{ a+2a+m=1=>m=1-3a

6- Aula 5- Esfera

Seja uma cebola, uma bola de gude , uma bola de ténis ou uma laranja, todas elas
tém algo em comum, todas representam uma esfera, mas o que seria uma esfera, ao
fazermos uma definicdo formal pensando em geometria espacial ?

Uma definicdo que podemos utilizar € a feita por Dolce e Pompeo ( 2013,p.241)
gue € a seguinte: “A esfera é também o sdlido de revolugao gerado pela rotagao de

um semicirculo em torno de um eixo que contém o diametro”.




v

v

Uma esfera, é formada por elementos que nem sempre damos atengéo sao eles:
Cunha Esférica: regidao formada entre dois semicirculos ligados pelo eixo de
rotacdo, podemos comparar com um gomo de tangerina

Fuso Esférico: Parte da superficie de uma esfera obtida a partir da rotacéo de
uma semicircunferéncia de um angulo entre 0 e 2w, podendo ser comparado a
parte da casca de uma tangerina;

Calota Esférica: E uma parte da esfera que cortada por um plano, como se fosse

tirada a parte de uma tangerina.

Essas transformacgdes podem ser mais bem compreendidas por meio do qrcode

Okt IEI

o |.I

abaixo.

GOVERNG DO ESTADG ae

RIO DE JANEIRO ()

Polos: S&o pontos que a superficie esférica se encontra com o eixo de rotagéo,
podemos usar como exemplo os polos norte e sul da Terra.

Paralelo: E a representacéo de uma circunferéncia na superficie esférica formada
por planos perpendiculares ao eixo de rotacdo, sendo o maior paralelo conhecido
como Equador

Meridiano: E a Representacdo de uma circunferéncia em uma superficie esférica,

sendo formada pela interseccdo de um plano que contém o eixo de rotacgao.
Polo 1

'Dara elg

Polo 2




Calculo de Area e Volume

Diferente dos prismas e da piramide o calculo da area de uma esférica é unico,
ndo tendo que calcular area lateral e area total, sendo assim o seu calculo se da pela

seguinte formula:
Areagsferqg = 4 mr?

Enquanto o seu volume que tem a sua formula proveniente do célculo do volume
do cilindro, é dado por :

4mr3

Volunegsferq = 3

Atividades Resolvidas:

1- Determine a area de uma esfera de 4 cm de raio

Solucgéao:
Areagsferqg = 4 mr?
Areagsporq = 4 m4?

Areagsforq = 64 mem?

2- Determine o Volume de uma esfera de raio 3 cm

4mr3
Volunegsferq = 3
4733
Volunegsferq = 3
4-m-27
Volunegsferq = —3

Volunegsferq = 36 wcm?




7- Atividades Propostas:

1- Para se inscreverem em um concurso, Bruna, Paula e Carla deviam informar, com
exatidao, quanto pesavam. Como nao sabiam, precisaram usar uma balanca que estava
no local da inscricdo. No entanto, a balanca indicava apenas valores acima de 80 kg.
Para resolver o problema, elas se pesaram duas a duas. Descobriram que Bruna e Paula
pesavam, juntas, 95 kg; Paula e Carla, 110 kg; e Bruna e Carla, 106 kg. Determine quanto

cada uma pesava no ato da inscrigao.

a) Bruna, Paula e Carla pesam 45,5 kg, 49,5 kg e 60,5 kg, respectivamente.
b) Bruna, Paula e Carla pesam 45,5 kg, 49,5 kg e 65,5 kg, respectivamente.
¢) Bruna, Paula e Carla pesam 49,5 kg, 49,5 kg e 60,5 kg, respectivamente.
d)Bruna, Paula e Carla pesam 45,5 kg, 49,5 kg e 50,5 kg, respectivamente.
e) Bruna, Paula e Carla pesam 45,5 kg, 48,5 kg e 60,5 kg, respectivamente.

2- (VUNESP-04) Maria tem em sua bolsa R$15,60 em moedas de R$ 0,10 e de R$ 0,25.
Dado que o numero de moedas de 25 centavos é o dobro do numero de moedas de 10
centavos, o total de moedas na bolsa é:

a) 68

b) 75

c) 78

d) 81

e) 84

3- (UNIFESP-04) Numa determinada livraria, a soma dos precos de aquisicdo de dois
lapis e um estojo é R$10,00. O preco do estojo € R$5,00 mais barato que o preco de trés

lapis. A soma dos precos de aquisicdo de um estojo e de um lapis é:

a) R$3,00
b) R$6,00
¢) R$12,00
d) R$4,00




e) R$7,00
4- Determine a area de uma superficie esférica de 3 cm de raio.

a) 9w cm?

5- Determine o volume de uma superficie esférica de 5 cm de raio.

a) %sn cm3
b) %511 cm3
c) 25% cm3
d) % cm3

5007
) - cm3

8. Resumo

Nestas orientacdes de estudos foi apresentado o conceito de sistemas lineares,
onde foram utilizados os conceitos de determinante como uma das formas da resolucéo
do sistema, assim como a utilizacdo do método de escalonamento. Observamos também

a definicdo de uma esfera, onde abordamos o também célculo da area e do seu volume.
Consideracdes Finais

Estas OrientagGes de Estudos ndo esgotam a abordagem do conteudo, por isso
sinalizamos a seguir materiais que podem auxilid-los a compreender melhor cada item
abordado. Acreditamos que com as videoaulas e os podcasts, o que estudamos ficara
mais nitido para todos.

Esperamos que tenham tido uma leitura prazerosa dos contetdos abordados.

9. Referéncias Audiovisuais




Operagao com matrizes: encurtador.com.br/tEIMP

Resolucao de sistema lineares : encurtador.com.br/jsPT4

Volume da esfera: encurtador.com.br/qrzEM
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